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Àííîòàöèÿ
Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ òðåòüåé ÷àñòüþ öèêëà ðàáîò ¾×èñëåííîå èññëåäîâàíèå
êîíå÷íûõ äåîðìàöèé ãèïåðóïðóãèõ òåë¿ è ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà
òðåõìåðíûõ òåë èç ãèïåðóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ íà áàçå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæå-
íèé. àññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïðèâåäåí àëãîðèòì èññëåäî-
âàíèÿ äåîðìèðîâàíèÿ ãèïåðóïðóãèõ ñëàáîñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûå äåîðìàöèè, ãèïåðóïðóãîñòü, ïîòåíöèàë óïðóãîé ýíåð-
ãèè äåîðìàöèé, ïîñòàíîâêà çàäà÷è, àëãîðèòì.
Ââåäåíèå
Ïåðâàÿ ÷àñòü öèêëà ñòàòåé [1℄ ïîñâÿùåíà îáùèì âîïðîñàì íåëèíåéíîé ìåõàíèêè
äåîðìèðóåìûõ ñðåä, â íåé ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êèíåìàòèêè êîíå÷-
íûõ äåîðìàöèé, èçëîæåíû îñíîâíûå âèäû âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé è òåíçîðû
íàïðÿæåíèé. Âî âòîðîé ÷àñòè [2℄ ðàññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ãèïåðóïðóãèõ òåë. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2℄, â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåëè-
íåéíûõ çàäà÷ ïðè ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ. Èñïîëüçóþòñÿ ââåäåííûå â ñòàòüå [1℄
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îñíîâíûõ òåíçîðîâ, îïèñûâàþùèõ íàïðÿæåííî-äåîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå. Â îòëè÷èå îò óêàçàííûõ ðàáîò [1, 2℄ áîëüøàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèé ïðè-
âåäåíà â êîìïîíåíòíîé îðìå â ðàçëîæåíèè ïî áàçèñíûì âåêòîðàì äåêàðòîâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ äåîðìèðîâà-
íèÿ èññëåäóåìîé êîíñòðóêöèè.
Çàòðîíóòûå â ñòàòüå âîïðîñû ÷àñòè÷íî èçëàãàþòñÿ â ìîíîãðàèÿõ [36℄ è ýòîò
ìàòåðèàë àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ. Ñðåäè æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèé ìîæíî îòìåòèòü
ñòàòüè [711℄, êîòîðûå ïîñâÿùåíû ãèïåðóïóãèì è òåðìîãèïåðóïðóãèì ìàòåðèàëàì.
Èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäèêàì ðàñ÷åòà óïðóãîïëàñòè÷å-
êèõ, âÿçêîóïðóãèõ è âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë, â êîòîðûõ óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ â ñóììàðíûõ äåîðìàöèÿõ îïèñûâàåòñÿ ïî ìåòîäèêå, èçëàãàåìîé â íàñòîÿùåì
öèêëå ñòàòåé.
Â ïåðâîì ðàçäåëå îïèñàíû ïîñòàíîâêè çàäà÷è (ñîâîêóïíîñòè ðàçðåøàþùèõ
óðàâíåíèé) èññëåäîâàíèÿ ãèïåðóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷-
íûõ ïàð òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è ìåð äåîðìàöèé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñëåäóþùèå âàðèàíòû: âòîðîé òåíçîð íàïðÿæåíèé ÏèîëûÊèðõãîà è ìåðà äå-
îðìàöèè Êîøèðèíà, òåíçîð íàïðÿæåíèé ÊîøèÝéëåðà è ìåðà äåîðìàöèè
Ôèíãåðà ïðè çàäàíèè ïîòåíöèàëà óïðóãèõ äåîðìàöèé â âèäå óíêöèè îò èíâà-
ðèàíòîâ ìåð äåîðìàöèè Ôèíãåðà è â âèäå óíêöèè îò ãëàâíûõ çíà÷åíèé òåíçîðà
èñêàæåíèÿ.
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Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ ðàçðåøàþùåãî âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ
îäíîãî âàðèàíòà ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ
çàäà÷ íåëèíåéíîé ìåõàíèêè äåîðìèðóåìûõ ñðåä. Â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé èñïîëü-
çóåòñÿ òåêóùàÿ êîíèãóðàöèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ
âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé.
Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ðå-
àëèçàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé, èçëîæåííîãî âî âòîðîì ðàçäåëå.
Ïåðâûé ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ìîäèèöèðîâàííûõ ìåð äåîðìàöèè Ôèíãå-
ðà ñ èñêëþ÷åííûìè îáúåìíûìè äåîðìàöèÿìè. Ïîòåíöèàë óïðóãèõ äåîðìàöèé
îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ: ïåðâîå çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ îáúåìà, âòîðîå 
îò äåîðìàöèé, íå ñîïðîâîæäàþùèõñÿ èìåíèåì îáúåìà. Âòîðîé âàðèàíò âîçìîæ-
íîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà îñíîâàí íà ââåäåíèè ïîòåíöèàëà óïðóãèõ äåîðìàöèé êàê
óíêöèè îò ãëàâíûõ çíà÷åíèé ëåâîãî òåíçîðà èñêàæåíèÿ.
1. àçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è
Â ðàáîòå [1℄ äàíû ðàçëè÷íûå îðìû ðàçðåøàþùåãî âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ,
îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ëèáî âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, ëèáî âèðòóàëüíûõ ìîù-
íîñòåé, êàê äëÿ èñõîäíîé êîíèãóðàöèè, òàê è äëÿ äåîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Â ðàáîòå [2℄ ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå îðìû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçû-
âàþùèõ òåíçîðû äåîðìàöèé ñ òåíçîðàìè ìåð äåîðìàöèé è èñêàæåíèé. àññìîò-
ðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îðìóëèðîâêè çàäà÷è.
Âàðèàíò 1. Ïóñòü áàçîâûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ïåðåìå-
ùåíèé â èñõîäíîé êîíèãóðàöèè. àñïèøåì âñå íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ â êîì-
ïîíåíòíîé îðìå.



















Äëÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [2℄, ïîëó÷èì




































Êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû Su0 èìåþò âèä ym = y
∗
m .
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ â âûñøåé ñòåïåíè íåëèíåéíûìè
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óíêöèé ym . Äåéñòâèòåëüíî, âàðèàöèÿ ìåðû äåîð-
ìàöèè (2) ñîäåðæèò èõ â ïåðâîé ñòåïåíè, âûðàæåíèå êîìïîíåíò âòîðîãî òåíçîðà
íàïðÿæåíèé ÏèîëûÊèðõãîà ÿâíî çàâèñèò îò ym â ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, îäíàêî
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óíêöèè ϕ1, ϕ2, ψ3 , â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ óíêöèÿìè îò èíâàðèàíòîâ ìåðû
äåîðìàöèè (1), ñòåïåíü ñëîæíîñòè êîòîðûõ çàâèñèò îò âèäà ïîòåíöèàëà óïðóãèõ
äåîðìàöèé W = W (I1C , I2C , I3C) . Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðÿ-
ìîå ïðèìåíåíèå òîé èëè èíîé ñõåìû äèñêðåòèçàöèè, òî åñòü ñâåäåíèå âàðèàöèîííîé
çàäà÷è ê àëãåáðàè÷åñêîé, â îáùåì ñëó÷àå ïðèâåäåò ê ïðàêòè÷åñêè íåðåøàåìîé ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé. Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ïðîñòåéøèå ìàòåðèàëû, äëÿ êîòîðûõ
ϕ1 = const , ϕ2 = const , ψ3 = 0 , íî è â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè.
Âàðèàíò 2. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðèìåì óðàâíåíèå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ïåðå-
ìåùåíèé, íî â òåêóùåé êîíèãóðàöèè [1℄. àñïèøåì âñå íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ
â êîìïîíåíòíîé îðìå è äëÿ ýòîãî âàðèàíòà.











Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû çàäàåò îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà
J = det |F | .









ïðè ÷åì ∣∣F−1∣∣ = ∣∣∣∣∂xi∂yj
∣∣∣∣ . (6)






























Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé ÊîøèÝéëåðà [2℄ ñîîò-




















































Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó âàðèàíòó ñòàâÿòñÿ êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî ñîðìóëèðîâàòü âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ym çäåñü ïðîáëåìàòè÷íî, òàê êàê òåêóùàÿ êîí-
èãóðàöèÿ íåèçâåñòíà. Âûõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî èñõîäíîìó
îáúåìó ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
dV = JdV0









Ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàíòîì 1 ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè â ýòîì âàðèàíòå åùå áîëåå
âûñîêàÿ, è ãîâîðèòü î íåïîñðåäñòâåííîé äèñêðåòèçàöèè ýòèõ óðàâíåíèé íå ïðèõî-
äèòñÿ. Îäíàêî ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò íà áàçå
ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòðîèòü ýåêòèâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà
çàäà÷.
Âàðèàíò 3. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ
ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé â áàçîâîé îðìå (ñì. ðàáîòó [1℄). Óïðóãèé ïî-
òåíöèàë ïðèìåì â âèäå óíêöèè îò ãëàâíûõ çíà÷åíèé òåíçîðà èñêàæåíèÿ, òî åñòü
â âèäå óíêöèè îò êðàòíîñòåé óäëèíåíèé W = W (V1, V2, V3) . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âû÷èñëåíèé â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé.
Äëÿ ìåðû äåîðìàöèé Ôèíãåðà (4) îïðåäåëÿþòñÿ ãëàâíûå çíà÷åíèÿ B1, B2,
B3 èç ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
det |Bij − δijBk| = 0. (8)
Äëÿ êàæäîãî ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ â âèäå åäèíè÷-
íûõ îðòîâ b1, b2, b3 , êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðîåêöèé íà îðòû îñíîâíîãî
áàçèñà:
bk = bkiei, (9)
ïóòåì ðåøåíèé âûðîæäåííûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
(Bij − δijBk)bkj = 0. (10)





















ãäå Vi = B
1/2
i .
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Îòìåòèì, ÷òî ãëîáàëüíûìè íåèçâåñòíûìè çäåñü ìîãóò áûòü êîìïîíåíòû
ðàäèóñ-âåêòîðà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â àêòóàëüíîì ñîñòîÿíèè, òî åñòü ym (ñ ó÷å-
òîì òîãî, ÷òî υm = y˙m) , íî ÷àùå â ÷èñëåííûõ àëãîðèòìàõ íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ
êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè υm . Åñëè ñîðìóëèðîâàòü äëÿ ýòîãî âàðèàíòà ñè-
ñòåìó âàðèàöèîííûõ óðàâíåíèé, òî îíà ïîëó÷èòñÿ âûñîêî íåëèíåéíîé è ðåøèòü
åå áóäåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå íåêîãî
àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíûé âû÷èñëåíèé.
2. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé
Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåîðìèðóå-
ìîãî òâåðäîãî òåëà, âêëþ÷àÿ è ãèïåðóïðóãèå ìàòåðèàëû, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé (äëÿ ñòàòè-
÷åñêèõ çàäà÷) è ìåòîäû ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ñòàòèêè, â êîòîðûõ ñèëàìè èíåðöèè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå âàðèàíòû ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé,
êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðèçíàêàì: âèäó áàçîâîé êîíèãóðàöèè, èñ-
ïîëüçóåìîé â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé (íà÷àëüíàÿ èëè òåêóùàÿ), è õàðàêòåðó ðàçðå-
øàþùèõ óðàâíåíèé (ëèáî óðàâíåíèÿ ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, ëèáî
óðàâíåíèÿ ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé). Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ ïðèìåðû,
èëëþñòðèðóþùèå ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî
ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ãèïåðóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âàðèàíò, â êîòîðîì áàçîâîé ÿâëÿåòñÿ òåêóùàÿ êîíèãó-
ðàöèÿ è èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé
[2℄, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò ñèëû èíåðöèè, òî åñòü óðàâíåíèå âèäà∫
V










Çäåñü ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå îáúåìíûå ñèëû f
∗ = ρf .
Ïðîöåññ äåîðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîâåñ-
íûõ ñîñòîÿíèé, êîãäà ïåðåõîä èç òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ â ïîñëåäóþùåå îïðåäåëÿåòñÿ
ïðèðàùåíèåì íàãðóçêè. Ïðè ýòîì ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòîò ïåðåõîä
äîëæåí îïèñûâàòüñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé âåêòîðà
ïåðåìåùåíèé u èëè âåêòîðà êîíèãóðàöèè R .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â k -ì ñîñòîÿíèè èçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïàðàìåòðû ïðî-
öåññà, âêëþ÷àÿ êîíèãóðàöèþ è íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, òî åñòü
k
R è (kΣ) . Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ (k+1)-ãî ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿ â ñêîðî-
ñòÿõ íàïðÿæåíèé. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç (11) ïóòåì èõ äèåðåíöèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå èìååì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé
k
υ . Ïîñëåäó-
þùàÿ êîíèãóðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
k+1
R = kR + kυ∆t. (12)
Ïîñêîëüêó çàäà÷à ñòàòè÷åñêàÿ, ïîíÿòèå âðåìåíè âåñüìà óñëîâíî, ïîýòîìó ïðèðà-
ùåíèå ∆t ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì åäèíèöå âðåìåíè, òî åñòü ∆t = 1 .
Çàïèøåì (11) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ F = 0 . Íà k -ì âðåìåííîì ñëîå
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå
kF = 0 . Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå íà ñëåäóþùåì
âðåìåííîì ñëîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
k+1F = kF + kF˙∆t = 0 . Åñëè äëÿ
k -ãî ñîñòîÿíèÿ ñòðîãî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî ïîñëåäíåå óðàâíå-
íèå ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøåé îðìå
kF˙ = 0 . Îäíàêî òàêîå óïðîùåíèå äàåò ñõåìó ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé, èìåþùóþ òåíäåíöèþ ê íàêîïëåíèþ îøèáîê, òàê êàê
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óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòðîãî íå âûïîëíÿþòñÿ íè íà îäíîì âðåìåííîì ñëîå. Ïîýòî-
ìó áîëåå ïðàâèëüíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ (k+1)-ãî
ñëîÿ â âèäå
kF + kF˙∆t = 0 â êà÷åñòâå áàçîâîãî.




(kΣ) · ·(δkd) dVk −
∫
Vk















(kΣ) · ·(δkd) dVk −
∫
Vk








∆t = 0. (13)
Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âñå âåëè÷èíû êðîìå âà-
ðèàöèè ñêîðîñòè.
àññìîòðèì ïîäðîáíî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ îò âñåõ











































(δF˙ ) · (F˙−1) + (F˙−1)T · (δF˙ )T
]
. (16)
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Äèåðåíöèðîâàíèå òîæäåñòâà
(F ) · (F−1) = (I)
äàåò:
(F˙ ) · (F−1) + (F ) · (F˙−1) = 0,
îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
(F˙−1) = −(F−1) · (F˙ ) · (F−1) = −(F−1) · (h), (17)
(F˙−1)T = −(h)T · (F−1)T .
114 À.È. ÎËÎÂÀÍÎÂ È Ä.






















































Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (19), îïðåäåëÿþùåå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
































































= I1d = tr (d) =
∂υm
∂ym
= ~∇y · υ = div υ. (21)
Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (14)(21) â áàçîâîå óðàâíåíèå (13), ïîëó÷èì:∫
Vk
{














































































Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20) ñîáðàíû ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íåèç-
âåñòíûé âåêòîð ñêîðîñòè
k
υ . Â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâóþò ñëàãàåìûå, âû÷èñëÿå-
ìûå â òåêóùåé êîíèãóðàöèè.
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Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (20) ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî
k
υ , ïîýòîìó
ïîñëå äèñêðåòèçàöèè îíî ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé. åøåíèå ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò ïîëå ñêîðîñòåé
k
υ , ïî êîòîðîìó ñ ó÷åòîì
ñîîòíîøåíèÿ (12) íàõîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíèãóðàöèÿ. Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ íåîá-
õîäèìûå ìåðû äåîðìàöèè, ïî êîòîðûì â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííîé (âûáðàííîé)
èçè÷åñêîé ìîäåëüþ âû÷èñëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå òåíçîðû íàïðÿæåíèé. Äàëåå ïðî-
öåññ ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà íàãðóæåíèÿ.
Ïîìèìî âûøåïðèâåäåííîé ñõåìû, èñïîëüçóþùåé áàçîâîå âûðàæåíèå âàðèàöèè
ìîùíîñòè âíóòðåííèõ ñèë êàê îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ [2℄, ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ëþáîé äðóãîé âàðèàíò. Íàïðèìåð, äëÿ èñõîäíîé êîíèãóðàöèè ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ äâà âàðèàíòà. Ïåðâûé ïðåäïîëàãàåò âìåñòî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè
Ýéëåðà(Σ) èñïîëüçîâàòü òåíçîð íàïðÿæåíèé Êèðõãîà (τ) . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ-
íåíèå (22) èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä∫
V0k
{











































Âòîðîé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèî-
ëû Êèðõãîà (S) è ìåðû äåîðìàöèè Êîøèðèíà (C) . Â òàêîì ñëó÷àå ðàçðå-
øàþùåå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå∫
V0k
{






































Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî çàïèñàòü àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ è äëÿ äðóãèõ âûðàæåíèé
âàðèàöèè ìîùíîñòè âíóòðåííèõ ñèë, íî îíè èñïîëüçóþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ðåäêî.
3. Àëãîðèòìû ðàñ÷åòíûõ ìåòîäèê
àññìîòðèì âàðèàíò ðàñ÷åòíîé ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ ñëàáîñæèìàåìûõ òåë,
â êîòîðîì íà øàãå íàãðóæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (22). Ïðè
ýòîì èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ, îïèñàííûå â ðàáîòå [2℄. Èçëîæèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé íà øàãå íàãðóæåíèÿ, îïóñêàÿ äëÿ ïðîñòîòû íîìåð
øàãà.
116 À.È. ÎËÎÂÀÍÎÂ È Ä.
Âû÷èñëÿþòñÿ:
 ãðàäèåíò äåîðìàöèé è îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà;
 ìåðà äåîðìàöèè Ôèíãåðà;























































































 òåíçîð íàïðÿæåíèé ÊîøèÝéëåðà
Σij = ψ̂0δij + 2Ĝ
′
ij ;
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 ñëàãàåìûå â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (22) ïî-
ñëåäîâàòåëüíî:
• ïåðâîå ñëàãàåìîå










































































































, òî åñòü îïðåäåëÿþò ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïîñëå äèñêðå-
òèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîòîðîé ñòðîèòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé
k
υ ,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíèãóðàöèÿ ïî ñîîòíîøåíèþ (12).
Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ è ýåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ
çàäà÷.
àññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ òåíçîð íàïðÿæåíèé Êèðõ-
ãîà (τ) , à ïîòåíöèàë óïðóãèõ äåîðìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå óíêöèè îò ãëàâ-
íûõ çíà÷åíèé òåíçîðà èñêàæåíèÿ W = W (V1, V2, V3) . Â ýòîì ñëó÷àå íà øàãå íà-
ãðóæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (23).
Çàïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëèíåàðèçèðîâàííîãî îïåðàòîðà, òàêæå îïóñêàÿ
íîìåð øàãà. Âû÷èñëÿåòñÿ ìåðà äåîðìàöèè Ôèíãåðà. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà




è ïóòåì ðåøåíèÿ (10) îïðåäåëÿþòñÿ îðòû ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé (9).
Èç ðåçóëüòàòîâ [1℄ ñëåäóåò, ÷òî
V˙i
Vi









bi · (d) · bk =
2ViVk
V 2k − V
2
i
bimdmnbkn ïðè i 6= k,
118 À.È. ÎËÎÂÀÍÎÂ È Ä.









ΩUik = bimωmnbkn +
V 2k + V
2
i
















ïðè i 6= k.
Íàïîìíèì, ÷òî òåíçîðû (ΩU ) , (ΩV ) ÿâëÿþòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûìè, òî åñòü
ΩVii = Ω
U
ii = 0 .

























































































V 2k − V
2
i


























V 2k − V
2
i








Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (23):


















Âòîðîå ñëàãàåìîå èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé (27).
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Çàêëþ÷åíèå
Ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ÷èñëåííûõ àë-
ãîðèòìîâ, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ â ðàìêàõ äèñêðåòèçàöèè
âàðèàöèîííîé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà-
÷è íåîáõîäèìî çàäàòüñÿ åãî èçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ
êîíêðåòíîé îðìû óïðóãîãî ïîòåíöèàëà.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  08-01-00546a).
Summary
A.I. Golovanov, Yu.G. Konoplev, L.U. Sultanov. Numerial Investigation of Large Defor-
mations of Hyperelasti Solids. III. Statements of Problem and Solution Algorithms.
The urrent artile is the third part of a researh work yle Numerial investigation
of large deformations of hyperelasti solids. The artile desribes the design algorithms for
3D-solids of hyperelasti materials on the basis of onseutive stress method. Dierent variants
of problem statement are regarded.An algorithm is presented for investigating the deformation
of hyperelasti low-ompressible materials.
Key words: large deformations, hyperelastiity, strain energy potential, statement
of problem, algorithm.
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